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双目立体视觉中物点定位的一种快速算法
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摘 要：在分析了双目立体视觉中物点定位的最小二乘法和归一化的最小二乘法的原理和不足后，本文给出了

公垂线中点法的一种简便的计算公式并给出了相应的快速算法．实验结果表明，与最小二乘法和归一化的最小二乘

法相比，本文所提的快速算法不仅计算简单，而且具有更优良的抗噪性．
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A Fast Algorithm for Locating the Object Point in Binocular Stereovision
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Abstract: After analyzing the principle and the shortage of the least square method and the normalized least square
method used to get the object point position in binocular stereovision, a simple computation formula and the corresponding
fast algorithm of the common perpendicular midpoint method is proposed. The result of the simulation experiments show
that comparing with the least square method and the normalized least square method, the proposed fast algorithm not only is
of simple computation, but also has the better anti-noise performance.
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1 引言（Introduction）

用立体视觉的方法进行 3维重建，是指由两幅
或者多幅 2维图像恢复物体 3维信息．双目立体视
觉是立体视觉的一个重要分支，它由摄像机在两个

不同位置拍摄同一场景，在完成了摄像机内外参数

的标定后，根据场景中同一个物点在两幅图像中的

像点（投影点）的 2维图像坐标，通过一种物点定位
的方法来获得该物点的 3维空间坐标，进而完成整
个场景的 3维重建．因此，物点定位是双目立体视
觉中的一个重要步骤．

物点定位的原理如图 1所示．空间中的一个物
点 P，在位于点 OL 处的左摄像机 CL 的成像平面上

的图像点为 pL，仅由 pL 的位置信息是得不到物点

P的 3维位置信息的．显然，在连线 OLP上的任意
一点 P′ 的图像点都是 pL．因此，由 pL 点的位置信

息，仅知道物点 P位于 OL pL连线上的某一位置，但

无法知道 P点的深度信息．如果此时还获得了在位
于点 OR处的右摄像机CR的成像平面上的物点 P的

另一个图像点 pR 的位置信息，换句话说，当 pL 和

pR 为对应于空间中同一物点 P的同名像点时，就可
以通过求 OL pL 和 OR pR 这两条同名光线的交点来

确定物点 P的 3维位置信息了．
下面介绍物点定位的数学模型．假设摄像机 CL

与CR的内外参数都已经获得，它们的投影矩阵分别

为满秩矩阵 MMML 与 MMMR．于是有 [1∼3]：
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其中 (x,y,z)T 为物点 P 在世界坐标系下的坐标，
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(uL,vL,1)T 与 (uR,vR,1)T 是物点 P 的像点 pL 与 pR

分别在左右像平面中的齐次坐标，mk
i j 为 MMMk 的第 i

行第 j列元素（k = L,R，i = 1,2,3，j = 1,2,3,4），ZL

和 ZR 为物点 P分别在摄像机坐标系 OL-XLYLZL 与

OR-XRYRZR 下的 Z 值坐标，矩阵和向量的上标 T表
示矩阵和向量的转置变换．

图 1 用双摄像机观察物点

Fig.1 Viewing object point using two cameras

由式 (1)、(2) 消去 ZL 和 ZR，可得到如下关于

x,y,z的 4个线性方程 [1∼3]：
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其中，式 (3)、(4)描述的是世界坐标系中通过 OL pL

的直线方程，而式 (5)、(6)描述的是世界坐标系中通
过 OR pR的直线方程．由于物点 P是直线 OL pL和直

线 OR pR的交点，因此，物点定位问题就被转化为由

方程 (3)、(4)确定的直线与由方程 (5)、(6)确定的直
线的求交问题．

两条直线的求交问题又有不同的算法．式 (3)～
(6)为包含变量 x,y,z的 4个线性方程，若直线 OL pL

和 OR pR 一定相交，则这 4 个方程必定有解，而且
解是唯一的．因此，可以任取其中的 3个方程去解
x,y,z，都会得到这个唯一的解．文 [4,5]中物点 P的
定位算法的解算公式就是在直线 OL pL 和 OR pR 一

定相交，物点一定在直线 OL pL 上的假设下给出的．

但是在实际应用中，已经获得的摄像机 CL 与

CR 的内外参数可能含有误差，也就是说，投影矩阵

MMML 与 MMMR 可能含有误差．另外，左右两幅图像中对

应于同一个物点的两个同名像点的图像坐标也可能

存在误差，也即 uL,vL,uR,vR 可能也存在误差．这些

误差可能会造成不存在 x,y,z 能同时满足式 (3) ～
(6)的局面，也就是说由式 (3)～ (6)这 4个式子构
成的线性方程组无解．此时，采用文 [4,5]中物点 P
的定位算法的解算公式就不合适了．

那么，在可能含有噪声的实际应用中，求取由

式 (3)～ (6)构成的方程组的一个近似解作为物点 P
在世界坐标系下的坐标 (x,y,z)T 的一个估计，似乎

就顺理成章了．

最小二乘法是求线性方程组近似解的最常用的

方法．采用最小二乘法得到的物点的 3维坐标估计
值将使式 (3)～ (6)的离差的平方和达到最小 [1∼3]．

所谓离差是指将物点 3维坐标的估计值 (x,y,z)T 代

入方程左边得到的常数值与方程右边常数值的差

值．理想的情况下，物点坐标值应该使得式 (3) ～
(6)的离差为 0，离差越小表明近似解的精度越高．
将式 (3)～ (6)所构成的方程记为：

AAAXXX = BBB (7)

其中，
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XXX = (x,y,z)T

则 (7)式的最小二乘解为：

XXX = (AAATAAA)−1AAATBBB (8)

由式 (8)和最小二乘方法的最优准则可以看出，
最小二乘解与矩阵 AAA的行向量的模有关系．AAA的 4
个行向量中，模越大的行向量对最小二乘解的影响

也就越大．能否消除这种影响呢？

其实，既然是求方程组 (7)的一个近似解，除了
可以采用使线性方程组中的所有线性方程的离差的

平方和达到最小的最优近似准则外，还可以采用其

他的最优近似准则得到其他形式的近似解．

若将式 (7)中的 4个线性方程看作是 3维空间
中的 4个平面方程，则可以通过寻求一个 3维空间
中的点，使得这个点到这 4个平面的距离的平方和
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达到最小来获得线性方程组 (7) 的近似解．这就引
出了下面的归一化最小二乘法．

将系数矩阵 AAA 的所有行向量都进行归一化处
理．也即，在式 (7)的两边同时左乘一个矩阵WWW，将

式 (7)变为：WWWAAAXXX = WWWBBB．
这样，可得归一化处理后的最小二乘解

XXX = (AAATWWW TWWWAAA)−1AAATWWW TWWWBBB (9)

其中：WWW =




w11 0 0 0

0 w22 0 0

0 0 w33 0

0 0 0 w44
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从归一化的最小二乘解的形式上可以看出，归

一化的最小二乘解是一种加权的最小二乘解 [6,7]．

总结以上两种物点定位方法，可以看出这种思

路：物点为两条直线的交点，直线又可以表示为两

个平面的交线．因此，在上述的算法中，两条直线的

求交问题被转化为 4个平面的求交问题．由于数据

有噪声，只能求取 4个平面的交点的近似解．采用 4

个平面方程的离差的平方和最小的准则将得到 4个

平面的交点的最小二乘解，采用到 4个平面的距离

的平方和达到最小的准则将得到 4个平面的交点的

归一化的最小二乘解．

可是，两条直线的求交问题与 4个平面的求交

问题真的是完全等价的吗? 如果完全等价，则不同

的直线求交问题应该对应于不同形式的平面方程

组，而描述同样的两条直线的求交问题的不同形式

的平面方程组应该对应于相同的近似解．

下面探讨这两方面的问题：

一方面，考虑不同情况下的直线求交问题是否

会对应于不同形式的平面方程组？比如下面的 3种

情况：(a)求解式 (3)和 (5)表示的两个平面的相交

直线与式 (4)和 (6)表示的两个平面方程的相交直线

的交点．(b)求解式 (3)和 (6)表示的两个平面的相

交直线与式 (4)和 (5)表示的两个平面的相交直线的

交点．(c)求解式 (3)和 (4)两个平面的相交直线与

式 (5)和 (6)表示的两个平面的相交直线的交点．显

然，将以上 3种不同情况下的直线求交问题转换为

平面求交问题时，都会得到完全相同的平面方程组，

即式 (3)～ (6)构成的方程组．这说明方程组 (3)～

(6)的平面求交问题的最优近似解与仅考虑情况 (c)

时的直线求交问题的最优近似解不是完全等价的．

另一方面，考虑描述同样的两条直线求交的不

同形式的平面方程组是否会得到相同的近似解？

比如对式 (7) 的方程组的等号两边同时左乘一个 4
阶的变换矩阵 QQQ，矩阵 QQQ 可以描述成一系列关于
方程组系数矩阵 AAA 的第 2k + 1 行和第 2k + 2 行之
间的行变换的初等变换矩阵的乘积（k = 0,1）．变
形后的方程组为 QQQAAAXXX = QQQBBB．显然，经过这种变形
后的 4 个平面方程描述的还是同样的两条直线的
求交问题．但变形后的方程组的最小二乘解为 XXX
= (AAATQQQTQQQAAA)−1AAATQQQTQQQBBB．显然，变形后的最小二乘
解是随着变换矩阵 QQQ的不同而不同的．同理，变形
后的归一化的最小二乘解也是随着变换矩阵 QQQ的不
同而不同的．也就是说，在数据有噪声的情况下，描

述同样的两条直线的不同形式的平面方程组，会得

到不同的直线交点的近似解．

综合以上两个方面的考虑，得到的结论是：两

条直线的求交问题与 4个平面的求交问题不是完全
等价的，不能将直线求交问题简单地转化为平面求

交问题．

既然这样，为何不直接求解两条直线的求交问

题？

文 [8,9] 中提出了将两条直线的公垂线的中点
视为两条直线的求交问题的近似解的思路，本文称

该物点定位方法为公垂线中点法．但文 [8,9]只给出
了公垂线中点法的求解思路，并未给出具体的计算

公式和相应的求解算法．

2 公垂线中点法的一种快速算法（A fast al-
gorithm of the common perpendicular
midpoint method）
本节先给出图 1 中到直线 OL pL 和 OR pR 的距

离的平方和达到最小的点的解算公式，再证明这个
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点就是同名光线的公垂线的中点，然后再给出公垂

线中点法的一种快速算法．

记图 1中直线 OL pL 和 OR pR 分别为直线 T1 和

T2，设 T1 和 T2 的单位方向向量分别为 NNN1 和 NNN2．则

有

NNN1 =
AAA1×AAA2

‖AAA1×AAA2‖ , NNN2 =
AAA3×AAA4

‖AAA3×AAA4‖ (10)

其中
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(
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)T (14)

两个 3维向量之间的运算符 ×表示叉积运算，
向量的运算符 || · ||表示向量的取模运算．
下面通过引理 1～ 3和定理 1给出图 1中到直

线 OL pL 和 OR pR 的距离的平方和达到最小的点的

解算公式．

在以下的讨论中，记 III 为 3阶单位矩阵．
引理 1 若 NNN1 和 NNN2 为 3维单位向量，则如下

3个等式成立：

2

∑
i=1

(III−NNN iNNNT
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1 NNN2)(NNN1 +NNN2)
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∑
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证明：注意到 NNNT
1 NNN2 = NNNT

2 NNN1，NNNT
1 NNN1 = NNNT

2 NNN2 =
1，NNNT

1 (NNN1×NNN2) = NNNT
2 (NNN1×NNN2) = 0．因此，由简单的

验算可知引理 1的结论成立．
引理 2 若 NNN1 和 NNN2 为 3 维单位向量，并且

|NNNT
1 NNN2| < 1，则 1−NNNT

1 NNN2、1 + NNNT
1 NNN2、2为 3阶矩阵

2

∑
i=1

(III−NNN iNNNT
i )的 3个特征根，NNN1 +NNN2、NNN1−NNN2、NNN1×

NNN2 分别为对应于这 3个特征根的特征向量．
证明：由 |NNNT

1 NNN2|< 1知，单位向量 NNN1 和 NNN2 互

不平行．因此，向量 NNN1 + NNN2、NNN1−NNN2、NNN1×NNN2 均

为非零向量．由引理 1知，引理 2的结论成立．
引理 3 若 NNN1 和 NNN2 为 3 维单位向量，并且

|NNNT
1 NNN2|< 1，则矩阵

2

∑
i=1

(III−NNN iNNNT
i )为正定矩阵．

证明：显然，矩阵
2

∑
i=1

(III−NNN iNNNT
i )为对称矩阵．又

由 |NNNT
1 NNN2| < 1知，1−NNNT

1 NNN2,1 + NNNT
1 NNN2 均大于 0．故

由引理 2知，对称矩阵
2

∑
i=1

(III−NNN iNNNT
i )的所有特征根

都大于 0．因此，引理 3的结论成立．
定理 1 设 3 维欧氏空间中直线 Ti 的单位

方向向量为 NNN i, i = 1,2．则当 |NNNT
1 NNN2| < 1 时，点

P(PPP =

[
2

∑
i=1

(III−NNN iNNNT
i )

]−1

·
[

2

∑
i=1

(III−NNN iNNNT
i )PPPi0

]
) 是 3

维欧氏空间中到直线 Ti, i = 1,2的距离的平方和达到
最小的点．其中，Pi0为直线 Ti上的任一点，i = 1,2，PPP
代表 P点的坐标，下文同．
证明：如图 2所示，点 P为空间中的一点，Pi是

点 P到直线 Ti的垂足，Pi0是直线 Ti上的任一点，则

有

‖PPPPPPi‖2 =‖PPPPPPi0‖2−‖PPPiPPPi0‖2 = (PPP−PPPi0)T(PPP−PPPi0)−
(PPP−PPPi0)TNNN iNNNT

i (PPP−PPPi0)

=(PPP−PPPi0)T(III−NNN iNNNT
i )(PPP−PPPi0)

从而，点 P到两条直线 T1 和 T2 的距离的平方

和为：

S(PPP) =
2

∑
i=1

(PPP−PPPi0)T(III−NNN iNNNT
i )(PPP−PPPi0)

=PPPT
2

∑
i=1

(III−NNNNNNT
i )PPP−

2

∑
i=1

PPPT
i0(III−NNNNNNT

i )PPP−

PPPT
2

∑
i=1

(III−NNNNNNT
i )PPPi0+

2

∑
i=1

PPPT
i0(III−NNNNNNT

i )PPPi0

记 UUU =
2

∑
i=1

(III−NNN iNNNT
i )，则由引理 3 知 UUU 正定，

故UUU 可逆．

记 KKK = UUU−1
2

∑
i=1

(III−NNN iNNNT
i )PPPi0，则有

S(PPP) =(PPP−KKK)TUUU(PPP−KKK)−

KKKTUUUKKK +
2

∑
i=1

PPPT
i0(III−NNN iNNNT

i )PPPi0

上面的等式中，等号右边的第 2项和第 3项都
与 PPP无关．由UUU 的正定性知，S(PPP)在 PPP = KKK时达到
最小．此时，

PPP =

[
2

∑
i=1

(III−NNN iNNNT
i )

]−1

·
[

2

∑
i=1

(III−NNN iNNNT
i )PPPi0

]
(15)

因此，定理 1的结论成立．
下面证明满足式 (15)的点就是两条直线的公垂

线的中点．

定理 2 设 3 维欧氏空间中直线 Ti 的单位

方向向量为 NNN i, i = 1,2，则当 |NNNT
1 NNN2| < 1 时，点 P
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(PPP =
[

2
∑
i=1

(III−NNN iNNNT
i )

]−1

·
[

2
∑
i=1

(III−NNN iNNNT
i )PPPi0

]
) 是直线

T1 和 T2 的公垂线段的中点．其中，Pi0 为直线 Ti 上

的任一点，i = 1,2．

图 2 某点到直线的距离

Fig.2 The distance between a point and a line

证明：由引理 3知，对单位向量 NNN1,NNN2而言，当

|NNNT
1 NNN2|< 1时，

2

∑
i=1

(III−NNN iNNNT
i )正定，故

2

∑
i=1

(III−NNN iNNNT
i )

可逆．因此，满足式 (15)的点 P一定存在．
由于 NNNT

i (PPP−PPPi0)是标量，因此，图 2中的垂足
Pi 满足如下等式：

PPPi = PPPi0 +NNNT
i (PPP−PPPi0)NNN i = PPPi0 +NNN iNNNT

i (PPP−PPPi0)

因此，有

PPP−PPPi = (III−NNN iNNNT
i )(PPP−PPPi0) (16)

将式 (15)代入式 (16)并令 i = 1，可以得到：

PPP−PPP1

=(III−NNN1NNNT
1 )

([ 2

∑
j=1

(III−NNN jNNNT
j )

]−1

·
[ 2

∑
j=1

(III−NNN jNNNT
j )PPP j0

]
−PPP10

)

=(III−NNN1NNNT
1 )

([ 2

∑
j=1

(III−NNN jNNNT
j )

]−1

·
[ 2

∑
j=1

(III−NNN jNNNT
j )PPP10 +(III−NNN2NNNT

2 )(PPP20−PPP10)
]
−PPP10

)

=(III−NNN1NNNT
1 )

[ 2

∑
i=1

(III−NNN iNNNT
i )

]−1

(III−NNN2NNNT
2 )(PPP20−PPP10)

(17)

同理可以得到：

PPP−PPP2 =(III−NNN2NNNT
2 )

[
2

∑
i=1

(III−NNN iNNNT
i )

]−1

·

(III−NNN1NNNT
1 )(PPP10−PPP20) (18)

记 FFF = III−NNN1NNNT
1，GGG = III−NNN2NNNT

2，可以将式 (17)、
(18)重写为：

PPP−PPP1 = FFF(FFF +GGG)−1GGG(PPP20−PPP10)

PPP−PPP2 = GGG(FFF +GGG)−1FFF(PPP10−PPP20)

又由于：

FFF(FFF +GGG)−1GGG =(FFF +GGG−GGG)(FFF +GGG)−1GGG

=GGG−GGG(FFF +GGG)−1GGG

GGG(FFF +GGG)−1FFF =GGG(FFF +GGG)−1(FFF +GGG−GGG)

=GGG−GGG(FFF +GGG)−1GGG

所以有：PPP−PPP1 = PPP2−PPP，PPP =
1
2

(PPP1 +PPP2)．

这表明，点 P就是这两条直线的公垂线段 P1P2

的中点．因此，定理 2的结论成立．
由定理 1和定理 2知，当两条直线互不平行时，

式 (15)给出的到两条直线的距离的平方和达到最小
的点 P的坐标就是这两条直线的公垂线段 P1P2的中

点的坐标．但式 (15)需要矩阵求逆运算，下面给出
不需矩阵求逆运算的一个公垂线中点法的简便计算

公式．

定理 3 设 3 维欧氏空间中直线 Ti 的单位

方向向量为 NNN i, i = 1,2，则当 |NNNT
1 NNN2| < 1 时，点 P

(PPP =

[
3

∑
j=1

λ−1
j VVV jVVV T

j

]
·
[

2

∑
i=1

(III−NNN iNNNT
i )PPPi0

]
) 是直线 T1

和 T2的公垂线段的中点．其中，Pi0为直线 Ti上的任

一点，i = 1,2．

VVV 1 =
NNN1 +NNN2

‖NNN1 +NNN2‖ ,VVV 2 =
NNN1−NNN2

‖NNN1−NNN2‖ ,VVV 3 =
NNN1×NNN2

‖NNN1×NNN2‖
(19)

λ1 = 1−NNNT
1 NNN2, λ2 = 1+NNNT

1 NNN2, λ3 = 2 (20)

证明：由 (NNN1 +NNN2)T(NNN1×NNN2) = (NNN1−NNN2)T(NNN1×
NNN2) = (NNN1 + NNN2)T(NNN1 −NNN2) = 0 知，向量 NNN1 + NNN2,

NNN1−NNN2,NNN1×NNN2 相互正交．

又由引理 2知，当 |NNNT
1 NNN2|< 1时，向量 NNN1 +NNN2,

NNN1−NNN2,NNN1×NNN2是对应于矩阵
2

∑
i=1

(III−NNN iNNNT
i )的特征

根 λ j, j = 1,2,3的特征向量．因此，VVV j, j = 1,2,3是

3阶矩阵
2

∑
i=1

(III−NNN iNNNT
i )的对应于特征根 λ j, j = 1,2,3

的 3个相互正交的单位特征向量．

由引理 3 知，3 阶矩阵
2

∑
i=1

(III−NNN iNNNT
i ) 正定．因

此，
2

∑
i=1

(III−NNN iNNNT
i )对称，可逆．
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根据以上分析可得，(λ j)−1, j = 1,2,3是 3阶对

称矩阵

[
2

∑
i=1

(III−NNN iNNNT
i )

]−1

的特征根，VVV j, j = 1,2,3

是 3阶对称矩阵

[
2

∑
i=1

(III−NNN iNNNT
i )

]−1

的对应于特征根

(λ j)−1, j = 1,2,3的 3个相互正交的单位特征向量．
因此，有

[
2

∑
i=1

(III−NNN iNNNT
i )

]−1

=
3

∑
j=1

λ−1
j VVV jVVV T

j

将上式代入式 (15)，有

PPP =

(
3

∑
j=1

λ−1
j VVV jVVV T

j

)
·
[

2

∑
i=1

(III−NNN iNNNT
i )PPPi0

]
(21)

这样，由定理 2知，定理 3的结论成立．
定理 3指出，式 (21)为 |NNNT

1 NNN2|< 1时的公垂线
中点法的计算公式．

当 |NNNT
1 NNN2|= 1时，以 NNN1 和 NNN2 为单位方向向量

的两条直线相互平行．此时，可以认为这两条直线

相交于无穷远点．因此，可以认为无穷远点为这两

条直线的交点．

由于式 (21)直接给出了点 P的坐标，避免了式
(15)、(8)和 (9)中的矩阵求逆运算，因此由式 (21)给
出的公垂线中点法的计算公式是一种比式 (8)给出
的最小二乘法和式 (9)给出的归一化最小二乘法都
要简便的物点定位计算公式．

下面，本文给出相应的公垂线中点法的快速物

点定位算法．

公垂线中点法的快速物点定位算法：

(a)由式 (10)～ (14)确定出 3维单位向量 NNN1和

NNN2．当 |NNNT
1 NNN2|< 1时，转 (b)；当 |NNNT

1 NNN2|= 1时，转
(e)．

(b) 令 P10 是世界坐标系中左相机 CL 的位置

OL，P20 是世界坐标系中右相机CR 的位置 OR．

(c)由式 (19)、(20)确定出标量 λ j 和 3维单位向
量 VVV j, j = 1,2,3．

(d)由式 (21)确定出公垂线中点法给出的物点
P的定位坐标．算法结束．

(e)确定无穷远点为物点 P的定位坐标．算法结
束．

从式 (10)～ (14)、(19)～ (21)可看出，和最小
二乘法以及归一化的最小二乘法相比，本文给出的

公垂线中点法的快速物点定位算法仅需要 3维向量
的叉积运算和单位化运算，避免了最小二乘法以及

归一化的最小二乘法的物点定位算法中的矩阵求逆

运算．因此，这种快速物点定位算法计算简单，易于

实现．

3 实验设计及结果分析（Experiment design
and result analysis）
本节先设定实验设计中的各种坐标系，再描述

摄像机 CL 与 CR 的内外参数的设定方法，并给出了

投影矩阵MMML与MMMR的设定方法，然后描述物点 P的
像点 pL 与 pR 的齐次坐标 (uL,vL,1)T 与 (uR,vR,1)T

的设定方法，接着描述了各种参数的噪声的添加方

式、实验设计方法和实验结果等．

3.1 坐标系

在图 1中，设左摄像机坐标系 OL-XLYLZL 为世

界坐标系，右摄像机坐标系 OR-XRYRZR 由世界坐标

系经过旋转和平移变换得到，旋转矩阵为 HHH，平移
向量为 EEE．设 (x,y,z)T

R 是空间中任一物点在右摄像

机坐标系下的坐标，(x,y,z)T
L 是该点在左摄像机坐标

系即世界坐标系下的坐标，则有




x

y

z




R

= HHH ·




x

y

z




L

+EEE (22)

记右摄像机 CR 在世界坐标系下的坐标为

(xC2, yC2, zC2)T．

3.2 摄像机内外参数及投影矩阵的设定

投影矩阵 MMM可以表示为 MMM = MMM1MMM2，其中：

MMM1 =




αx 0 u0 0

0 αy v0 0

0 0 1 0


 (23)

MMM2 =


 HHH EEE

000 111


 (24)

HHH =




cosγ cosψ + sinγ sinθ sinψ −cosγ sinψ + sinγ sinθ cosψ −sinγ cosθ

cosθ sinψ cosθ cosψ sinθ

sinγ cosψ− cosγ sinθ sinψ −sinγ sinψ− cosγ sinθ cosψ cosγ cosθ


 (25)
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其中，MMM1 是摄像机的内参数矩阵，MMM2 是摄像机外

参数矩阵，000为 1行 3列的零矩阵，θ ,γ,ψ 是 3个旋
转角度．

设定 αx = αy = 1000，u0 = v0 = 0，θ = 3◦，γ =
2◦，ψ =−3◦，则

EEE =−HHH ·




xC2

yC2

zC2


 (26)

因此，在设定以上参数后，可得到如下形式的

投影矩阵：

MMML = MMM1, MMMR = MMM1MMM2 (27)

3.3 物点和像点坐标的设定

在世界坐标系下，在球心为 (0,0,0)T、半径为

400 mm 的球面上，使 z >0，x 和 y 从 −100 mm 到
100 mm以 25 mm为粒度变化，可设定 81个物点的
真实的 3维坐标．
对于每一个给定的物点 P在世界坐标系下的真

实的 3 维坐标 (x,y,z)T，可以利用式 (22) ～ (27) 和
式 (1)、(2)得到对应于该物点的两个同名像点 pL 和

pR 的真实的齐次坐标 (uL,vL,1)T 和 (uR,vR,1)T．

3.4 噪声的添加

为模拟实际应用情况，在 3个旋转角度 θ ,γ,ψ
上叠加噪声扰动．然后由式 (23)～ (27)可以得到含

噪声扰动的投影矩阵 MMMR．在 pR 的坐标 uR,vR 上叠

加白噪声，可以得到含噪声扰动的坐标 uR,vR．

3.5 实验步骤与结果

将 MMML 和 uL,vL 以及含噪声扰动的 MMMR 和 uR,vR

代入式 (3)～ (6)，分别采用式 (8)、(9)和 (21)求取
物点的 3维坐标的估计值．然后，计算物点的 3维
坐标的估计值与真实值之间的误差．在相同的噪声

条件下，记录每种方法所产生的误差的最小值、最

大值和平均值，以及误差的标准差．这里的误差是

指物点的 3维坐标的估计值与真实值之间的欧氏距
离．

共进行了 3组实验，每组实验统计 81次．每次
实验中均在真实的 uR,vR 上叠加了均值为 0、标准
差为 σ 的高斯噪声．在第 2 和第 3 组的每次实验
中还在真实的 θ ,γ,ψ 上叠加了均值为 0◦、标准差为
0.057◦的高斯噪声．

3组实验中分别设定右摄像机CR的世界坐标系

坐标 (xC2,yC2,zC2)T 为 (0,10,10)T,(10,10,0)T,(10,10,

10)T．

实验结果如表 1～ 3所示．由表 1～ 3可以看
出，公垂线中点算法的误差的均值和标准差都是最

小的．分析实验得到的数据可知，与最小二乘法和

归一化的最小二乘法相比，本文给出的公垂线中点

法的快速算法除了具有计算简单、易于实现的优点

外，还能够在有噪声影响的情况下，较好地重建出

空间物点的 3维信息，具有较高的稳定性．也就是
说，这种公垂线中点法的快速算法能够得到较高精

度的物点定位的 3维坐标值，具有较好的抗噪性．

表 1 第 1组实验的对比结果
Tab.1 The comparison result of the first group of experiments

最小二乘法 归一化的最小二乘法 公垂线中点算法

σ = 1.0 σ = 2.0 σ = 1.0 σ = 2.0 σ = 1.0 σ = 2.0

误差平均值 14.494126 28.734098 14.495098 28.27311 14.493507 28.721508

误差标准差 9.714930 19.140451 9.680050 19.051938 9.679187 19.007380

误差最小值 0.643195 0.480744 0.874447 0.900471 0.990049 1.357094

误差最大值 47.172624 84.668565 47.156047 84.643953 47.051499 84.474033

表 2 第 2组实验的对比结果
Tab.2 The comparison result of the second group of experiments

最小二乘法 归一化的最小二乘法 公垂线中点算法

σ = 1.0 σ = 2.0 σ = 1.0 σ = 2.0 σ = 1.0 σ = 2.0

误差平均值 13.354818 21.907469 13.312460 21.824697 13.303969 21.811290

误差标准差 9.322783 16.601732 9.293562 16.595917 9.293707 16.577166

误差最小值 0.443742 0.835589 0.429929 0.834623 0.429776 0.742309

误差最大值 37.531946 71.585549 37.392972 71.599929 37.410573 71.347868
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表 3 第 3组实验的对比结果
Tab.3 The comparison result of the third group of experiments

最小二乘法 归一化的最小二乘法 公垂线中点算法

σ = 1.0 σ = 2.0 σ = 1.0 σ = 2.0 σ = 1.0 σ = 2.0

误差平均值 14.002801 22.954286 13.947025 22.848004 13.943159 22.826034

误差标准差 10.022540 17.802179 10.014790 17.762388 10.007417 17.727852

误差最小值 0.342706 0.505904 0.328997 0.504824 0.317699 0.423639

误差最大值 50.305209 86.299765 50.488310 86.430987 50.537195 86.434664

4 总结（Conclusion）
在双目立体视觉中，物点定位的精度将直接影

响到整个视觉系统的重建精度．本文给出了公垂线

中点法的一种快速算法，并与最小二乘法和归一化

的最小二乘法等物点定位算法进行了分析和比较．

理论分析和对比实验表明，本文提出的公垂线中点

法的快速算法不仅计算简单、易于实现，而且在数

据含噪声的情况下，能够得到较高精度的数据，具

有较好的实用价值．
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