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摘 要:针对容积卡尔曼滤波器在递推过程中，计算量大、数值不稳定等问题，提出了平方根容积卡尔曼滤波
器。该滤波器不仅增强了数值鲁棒性，确保了状态协方差矩阵的正定性，且在一定程度上提高了滤波精度。

仿真结果表明，该滤波器的滤波精度与容积卡尔曼滤波相比提高了约 10%，且均高于扩展卡尔曼滤波; 随着
状态维数的增加，该滤波器的估计性能越加优于扩展卡尔曼滤波器。因此对系统维数较高的场合，该滤波器
是一种非常有效的非线性滤波算法。
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Square Root Cubature Kalman Filter

HAO Yanling，YANG Junwei，CHEN Liang，HAO Jinhui
( Harbin Engineering University，Harbin 150001，China)

Abstract: In view of the problems of numerical instability and large amount of computation in recursive process，the modified square root
cubature Kalman filter was put forward． The modified filter not only enhances the numerical stability，guarantees positive definiteness of the
state covariance，but also increases accuracy． The simulation shows that the accuracy of the filter is higher than that of cubature Kalman fil-
ter，and the accuracy of cubature Kalman filter is higher than that of the extended Kalman filter; with the increase of dimension of nonlinear
system，the estimation performance of the modified filter is better than that of the extended Kalman filter． The modified filter is an effective
nonlinear filtering algorithm for high dimension of nonlinear system．
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0 引言
非线性滤波在信号处理、目标跟踪以及卫星导航

等领域有着广泛的应用。其中最常用的非线性滤波
算法是扩展卡尔曼滤波( EKF) ，但在处理强非线性系
统时，EKF会导致很大线性化误差，造成滤波精度降
低，甚至发散［1］。针对 EKF 的不足，Sigma-Point 卡尔
曼滤波( SPKF) 被提出，其利用加权统计线性回归技
术，通过一组确定性采样点来捕获系统的相关统计参

量［2 － 4］。最近，文献［5］提出了一种全新的非线性滤
波方法，即容积卡尔曼滤波器( CKF) 。然而 CKF 在
递推过程中，存在计算量大及数值不稳定等缺点，为

此借鉴平方根滤波的思想，提出了一种基于平方根滤

波的容积卡尔曼滤波器。

1 容积卡尔曼滤波器
由贝叶斯估计原理可知，基于高斯假设的贝叶斯

滤波估计算法其核心在于求解具有“非线性函数 ×高
斯密度”形式被积函数的加权积分，这是高斯域贝叶
斯估计算法所具备的基本特性。
考虑一多维加权积分，其基本形式如下:

I( f) = ∫
D

f( x) w( x) dx ( 1)

其中 D为积分区域，并且对于任意 x∈ D的权重函数
w( x) 已知。假定 w( x) 具有高斯特性则上式所示即为
一高斯权积分问题。对于上式积分问题通常采用数值
积分计算方法。该方法的基本问题是确定一组点集及
其相应的权值以用于近似求解，即:

I( f) = ∑
m

i = 1
wif( xi ) ( 2)

CKF就是基于上述基本问题，采用一种基于求积
原理的方法解决非线性滤波的基本问题。
1． 1 求容积规则
考虑下边的求积分问题:
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I( f) = ∫
Rn

f( x) exp( － xTx) dx ( 3)

为了计算上述积分问题，首先要将其变换至一个

更为通用的球面径向积分形式，该变换需要将 x 分解
为一个与半径 r和方向向量 y相关的过程。
假设 x = ry，yTy = 1，则上式积分可写为:

I( f) = ∫
∞

0
∫
Un

f( ry) rn－1exp( － r2 ) dσ( y) dr ( 4)

其中: Un表示半径为1的球表面，σ(·) 为属于积分域
Un 的元素。

I = ∫
∞

0

S( r) rn－1exp( － r2 ) dr ( 5)

S( r) = ∫
Un

f( ry) dσ( y) ( 6)

针对上两式，分别采用mr点Gauss -Hermite求积
分规则和 ms 点 Spherical 规则，可得到 mr × ms 点的

Spherical -Radial求容积规则为:

∫
∞

0

S( r) rn－1exp( － r2 ) dr = ∑
mr

i = 1
aiS( ri ) ( 7)

∫
Un

f( ry) dσ( y) = ∑
ms

j = 1
bj f( ry j ) ( 8)

I( f) = ∫
Rn

f( x) exp( － xTx) dx≈∑
ms

j =1
∑
mr

i =1
aibj f( riyj )

( 9)
取 mr = 1、ms = 3，可得到 3自由度的 Spherical -

Radial求容积规则。
根据上述求容积规则，n 维标准状态分布与非线

性函数乘积的积分可近似为:

I( f) = ∫
Rn

( x) N( x; 0，In ) dx = ∑
2n

i = 1
wif( ξ i ) ( 10)

当随机变量 x服从 N( x; μ，Σ ) 的分布时，可得:

∫
Rn

f( x) N( x; μ，Σ ) dx≈∑
2n

i = 1
wif( ∑ξ i +槡 μ) ( 11)

其中: ξ i 槡= n［1］i ; wi = 1
2n i = 1，2，…，2n; ［1］∈

Rn，且:
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1． 2 容积卡尔曼滤波
考虑如下的非线性离散状态空间模型:

xk = f( xk－1 ) + wk

yk = h( xk ) + v{
k

( 13)

将求容积计算积分的思想应用于高斯贝叶斯估

计，即可得到如下标准 CKF算法:
1) 时间更新
Pk－1| k－1 = Sk－1| k－1S

T
k－1| k－1 ( 14)

Xi，k－1| k－1 = Sk－1| k－1ξ i + x̂k－1| k－1 ( 15)
X*

k－1| k－1 = f( Xi，k－1| k－1 ) ( 16)

x̂k| k－1 = 1
2n∑

2n

i = 1
X*

i，k| k－1 ( 17)

Pk| k－1 = 1
2n∑

2n

i = 1
X*

i，k| k－1 － X* T
i，k| k－1 －

x̂x| k－1 x̂
T
k| k－1 + Qk－1 ( 18)

2) 量测更新
Pk| k－1 = Sk| k－1S

T
k| k－1 ( 19)

Xi，k| k－1 = Sk| k－1ξ i + x̂k| k－1 ( 20)
Zi，k| k－1 = h( Xi，k| k－1 ) ( 21)

ẑk| k－1 = 1
2n∑

2n

i = 1
Zi，k| k－1 ( 22)

Pzz，k| k－1 = 1
2n∑

2n

i = 1
Zi，k| k－1Z

T
i，k| k－1 － ẑk| k－1 ẑ

T
k| k－1 + Rk

( 23)

Pxz，k| k－1 = 1
2n∑

2n

i = 1
Xi，k| k－1Z

T
k| k－1 － x̂k| k－1 － ẑTk| k－1

( 24)
Kk = Pxz，k| k－1P

－1
zz，k| k－1 ( 25)

x̂k| k = x̂k| k－1 + Kk ( zk － ẑk| k－1 ) ( 26)
Pk| k = Pk| k－1 － KkPzz，k| k－1K

T
k ( 27)

2 平方根容积卡尔曼滤波
考虑到实际工程应用中，需要克服舍入误差引起

的滤波发散，借鉴 Kalman滤波中平方根滤波的思想，
提出了平方根容积卡尔曼滤波( SRCKF) 。其与 CKF
相比，有以下优点: 1) 在滤波过程中直接以协方差矩
阵的平方根形式进行递推更新，因而可以降低计算复

杂度，获得更高的效率; 2) 能保证协方差矩阵的非负
定性，有效的避免了滤波器的发散，提高了滤波的收

敛速度和数值稳定性。
借鉴文献［2］中平方根无迹卡尔曼滤波的推导，

可推得 SRCKF算法的具体实现如下:
1) 假设 p( xk－1 | Zk－1 ) = N( xk－1 ; x̂k－| k－1，Pk－1| k－1 )

已知，分解因式可得:
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Sk－1| k－1 = chol( Pk－1| k－1 ) ( 28)
2) 计算 cubature点
Xi，k－1| k－1 = Sk－1| k－1ξ i + x̂k－1| k－1 ( 29)
3) 传播 cubature点
X*

i，k| k－1 = f( Xi，k－1| k－1 ) ( 30)
4) 计算状态预测

x̂k| k－1 = 1
2n∑

2n

i = 1
X*

i，k| k－1 ( 31)

5) 计算估计预测误差协方差矩阵的平方根

χ*
k| k－1 = 1

2槡 n
［X*

i，k| k－1 － x̂k| k－1k X*
2，k| k－1 － x̂k| k－1

…X*
2n，k| k－1 － x̂k| k－1］ ( 32)

Sk| k－1 = qr χ*
k| k－1 Q槡[ ]{ }

k
( 33)

6) 计算 cubature点
Xi，k| k－1 = Sk| k－1ξ i + x̂k| k－1 ( 34)
7) 传播 cubature点
Z i，k| k－1 = h( Xi，k| k－1 ) ( 35)
8) 计算量测估计值

ẑk| k－1 = 1
2n∑

2n

i = 1
Z i，k| k－1 ( 36)

9) 计算新息协方差矩阵的平方根:

ηk| k－1 = 1
2n［Z1，k| k－1 － ẑk| k－1 Z2，k| k－1 － ẑk| k－1

…Z2n，k| k－1 － ẑk| k－1］ ( 37)
Szz，k| k－1 = qr ηk| k－1 R槡[ ]{ }

k
( 38)

10) 计算互协方差矩阵的平方根

χk| k－1 = 1
2槡 n
［Xi，k| k－1 － x̂k| k－1 X2，k| k－1 － x̂k| k－1

…X2n，k| k－1 － x̂k| k－1］ ( 39)

Pxz，k| k－1 = χk| k－1η
T
k| k－1 ( 40)

11) 卡尔曼滤波增益
Kk = ( Pxz，k| k－1 /S

T
zz，k| k－1 ) /Szz，k| k－1 ( 41)

12) 计算状态估计值
x̂k| k = x̂k| k－1 + Kk ( zk － ẑk| k－1 ) ( 42)
13) 计算状态估计误差协方差矩阵
U = KkSzz，k| k－1 ( 43)
Sk| k = cholupdate Sk| k－1，U，－{ }1 ( 44)

3 仿真分析
通过非线性系统的状态估计，将 SRCKF与 EKF，

CKF等算法进行仿真实验比较。分别采用一维和多维
的非线性系统实例进行仿真。
3． 1 一维非线性系统实例
系统模型如下:

xk = 0． 2xk－1 + 0． 01x2k－1 + 8cos( 1． 2k) + wk

yk = x2k + v{
k

其中 wk 和 vk 均为零均值的高斯白噪声，方差分别为
10 和 0． 01; 真实的系统初始状态 x0 = 0． 2，滤波初始
化的先验状态为 x0| 0 ～ N( 0． 5，2) 。仿真步长为 50步，
进行 50 次蒙特卡罗仿真。
图 1 给出了三种滤波器估计与真实状态的比较，

可以看出 SRCKF与真实状态最接近。图2给出了三种
算法的均方根误差曲线，从图2可以看出 SRCKF的均
方根误差最小，CKF 的均方根误差次之，EKF 的均方
根误差最大。

图 1 真实状态与三种算法的估计值比较

图 2 三种算法的均方根误差图

表 1 定量的给出了各种算法的估计精度及计算
复杂度。从表 1不难看出，在估计精度上，SRCKF的估
计精度最高，比 CKF 的估计精度提高了约 10%，而
CKF的估计精度与 EKF相比稍高。在计算复杂度上，
EKF的计算量最小，SRCKF 的计算量与 CKF 相比也
有了明显减小。
表 1 三种算法均方根误差均值和运行时间对比

RMSE TIME /s
EKF 2． 221 0． 0057
CKF 2． 112 0． 0153

SRCKF 1． 935 0． 0102

3． 2 多维非线性系统
为了进一步验证平方根 CKF 算法在多维非线性

系统中滤波的优越性，这里采用著名的自由落体运动

跟踪模型作为仿真实例。模型如下:
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x1 ( t) = x2 ( t) + w1 ( t)
x2( t) = ρ0exp( － x1( t) / k) x

2
2( t) /2x3( t) － g + w2( t)

x3 ( t) = w3 ( t)

yk = M2 + ( x1 ( tk ) － a) 2 + v槡










k

其中: ρ0 = 2，g = 32． 2ft /s2，k = 20000ft，M =
100000ft，a = 100000ft。
过程噪声和量测噪声为均值为零的高斯白噪声，

且满足 E［v2k］ = 10000ft2，E［w2
i ( t) ］ = 0( i = 1，2，

3) 。
滤波初始值设定如下:

x0 = ［300000 － 200000 0． 001］T

P0 = diag［106 4 × 106 10］
通过 50 次蒙特卡罗仿真可以得到 EKF、CKF、

SRCKF的系统状态估计误差曲线如图 3 和图 4 所示。
从图 3 和图 4 不难看出，SRCKF的高度均方根误

差和速度均方根误差均比 EKF 和 CKF 相应的数值
小，且收敛速度也比较快。与 EKF相比，SRCKF在滤
波估计精度上有了明显的提高，与 CKF 相比，SRCKF
不仅减少了计算量，而且精度也有所提高。

图 3 高度估计误差

4 结论
容积卡尔曼滤波器在非线性系统滤波过程，存在

计算量大、数值不稳定等缺点。为此，基于平方根滤
波的思想，提出了平方根容积卡尔曼滤波器。仿真结

图 4 速度估计误差

果表明，当系统状态维数较低时，SRCKF 与 EKF 相
比，精度提高有限。而随着维数的增加，SRCKF 与
EKF相比估计精度有很大的提高。因此 SRCKF 更适
合于维数较高的非线性系统滤波估计。与 CKF 相
比，SRCKF在保证滤波精度的同时，不仅降低了滤波
的计算量，而且提高了数值稳定性。因此 SRCKF 是
一种非常有效的非线性滤波方法。为了进一步提高
SRCKF在噪声统计不准确或滤波对初始值过于敏感
等情况下的滤波精度，需要在鲁棒性方面做进一步的

改进。
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